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ハイブリッド型ペナルティ法による 
動的陽解法の精度に関する基礎的研究 
 
FUNDAMENTAL STUDY ON THE ACCURACY OF THE DYNAMIC EXPLICIT METHOD 
 BY USING HYBRID-TYPE PENALTY METHOD 
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法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
The hybrid-type penalty method (HPM) is using a penalty function. Therefore, In dynamic analysis, that usually 
employing the Newmark β method for time integration. The Newmark beta method is an implicit method. On the 
other hand, there has been a recent increase in the studies that use a dynamic explicit method in the finite element 
analysis of the solid problem. In this paper, we principally examine the applicability of the dynamic explicit 
method to HPM and discuss the accuracy of the solutions obtained through the implicit method and the explicit 
method. 
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1. はじめに 
ペナルティ関数を用いる不連続体解析手法での時間積
分法では，安定条件の関係もあって，陰解法を用いざる
を得ない場合が多い．例えば，不連続変形法 (DDA：
Discontinuous Displacement Method)では，時間積分として
Newmark のβ法を用いている[1]．ハイブリッド型ペナル
ティ法(HPM : Hybrid-type Penalty Method) [2]も，不連続
Galerkin 法における IP 有限要素法[3]と類似の方法で，隣
接する要素の連続性をペナルティ関数により表現してい
るため，これまで，DDA と同様の陰解法を用いた動的解
析手法が開発されてきた[4]. 
一方，破壊問題に対する解析などでは，中心差分に代
表される時間積分により，連立方程式を解かず解を逐次
的に求める陽解法[5]がよく用いられている．最近では，
個別要素法（DEM：Distinct Element Method）と有限要素
法(FEM : Finite Element Method)を組み合わせた混合要素
を用いる方法も着目されるなど[6]，陽解法の需要が増加
している．今後，HPM においても同様の展開を考えたと
き，何らかの陽解法の開発が必要である． 
そこで，本論文ではそのような展開の準備として，HPM
による動的問題に対する時間積分法の解の特性を理解す
るための基礎的な検討を行う．具体的には，Newmark の
β法による陰解法と中心差分法による陽解法を HPM に
適用し，単純梁や片持梁などの構造力学における基本的
な弾性問題の数値解析例をとおして，解の精度や安定性
について検証を行う．  
 
2. HPM による運動方程式の定式化 
(1) 支配方程式とハイブリッド型仮想仕事式 
図１に示すような弾性問題における支配方程式は次の
ように与えられる． 
 
    
図 1 有限領域äと境界@ä 
 
 in  (1) 
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ここで，  は解析領域，  は表面力が与えられ
る境界，  は変位が与えられる境界を表わして
いる．また，  は Cauchy 応力，  は物体力，  はひず
みで，  は微分作用素，  は  の対称部分を表して
いる．式(1) の  は慣性力で，  を  における
変位場，  を密度として以下のように表される． 
 
  (2) 
 
 いま，図２(a)に示すように，領域  が閉境界 
 で囲まれた M 個の部分領域  か
ら構成されているものとする．  
 
     
         (a) 部分領域          (b) 部分領域の境界 
 
図 2 部分領域 とその境界  
 
 このとき，ハイブリッド型の仮想仕事の原理では，図(b)
に示すように，隣接する２つの部分領域  と  の
共通の境界  において，付帯条件 
 
   on        (3) 
 
を Lagrange の未定乗数 を用いて仮想仕事式に導入する
ことで以下のように与えられる． 
 
 
       
         
                                  (4) 
 
ここで，N は部分領域の共通の境界数を，  は仮想変
位を表している． 
 
(2) 変位場と Lagrange の未定乗数 
 いま，部分領域毎に独立な変位場を以下のように仮定
する． 
 
      (5) 
 
     ,  
 
ここで， は，図３に示す部分領域 (e) 内の点 P にお
ける剛体変位と剛体回転を表しており， は，部分領域
内で一定なひずみを表している． 
 
 
図 3 部分領域内における座標系と自由度 
 
 一方，付帯条件の関係式(3)を離散化するにあたり，
Lagrange の未定乗数が物理的には表面力を意味するとい
う点を考慮し，境界 上の を以下のように仮定する． 
 
   (6) 
 
ここで，係数 k はペナルティ関数，é<ab>  は要素境
界面 Ä<ab>  上の相対変位を表している．こうして
HPM は，DDA 同様，要素境界面上における変位の連続
性をペナルティ関数によって表現している． 
 
(3) 離散化方程式 
 式(5)と式(6)の関係を式(4) に代入すれば，最終的に，
空間に関して離散化された以下の運動方程式が得られる． 
 
  (7) 
 
ここで，Uは全自由度を並べた変位ベクトルで，上付の･･
は時間に関する２階の微分，すなわち加速度を示してい
る．ただし，M;KおよびPは以下のとおりである． 
 
                    (8) 
 
 K =
MX
e=1
K(e) +
NX
s=1
K<s>       (9) 
 
 P =
MX
e=1
P (e)            (10) 
 
また，M (e)は質量行列であり，次式で与えられる． 
 
M (e) =
Z
ä(e)
öN (e)tN (e)dä      (11) 
 
このように，HPM の運動方程式は，要素毎に計算され
る質量行列と，各部分領域の剛性に部分領域境界辺に関
する付帯条件の関係を組み合わせた剛性行列によって構
成されている． 
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3. 動的問題の時間積分法 
(1) 陰解法の定式化 
動的問題の時間積分法として，標準的なNewmarkのβ
法を用いた陰解法の定式化を示す． 
いま，現在の時刻 t の時間ステップを n とし，その
時刻から t 時間後の時間ステップを n+1 とするとき，
n+1 ステップにおける減衰を無視した運動方程式  (7) 
の関係は次のように表される． 
 
 (12) 
 
HPMでは，付帯条件をペナルティ関数により仮想仕事
式に導入するが，このペナンルティ関数に関係する項は
に含まれている．このため，時間積分に関しては，特
別な処理は必要なく，FEMでも用いられている通常の変
位を未知数とするNewmarkのβ法をそのまま適用するこ
とができる． 
いま，n+1 ステップにおける速度と加速度を以下のよ
うに変位と n ステップにおける速度あるいは加速度で
表す． 
 
 (13) 
 
         (14) 
 
ここで，上付きの ･ は時間による１階微分，すなわち，
速度を表しており，･･ は，２階微分，すなわち加速度を
表している．γとβはパラメータで，通常，  が
用いられている．本論文の数値計算例でも1/2を用いた．
また，βの値は  であるが，通常，1/6 や 1/4
が用いられている．本論文の数値計算例では，  用
いた．これは，いわゆる，平均加速度法と呼ばれる方法
に該当する． 
以上より，以下のような時間ステップ毎の離散化方程
式が得られる． 
 
 
 (15)
  
(2) 陽解法の定式化 
中心差分法を用いた陽解法による時間積分を示す．運
動方程式(7)を現在の時刻 n により次のように表す． 
 
 (16) 
いま，この式を次のように書き換える． 
 
 (17) 
 
ここで，  は以下の通りである. 
 
 (18) 
 
 (19) 
 
式(17)の時間積分として図 4 のように中心差分近似を用
いると，速度，加速度は 
 
 
図 4 中心差分 
 
 (20) 
 (21) 
 
と近似することができるので，以下の関係が得られる． 
 
 (22) 
 
式(22)を解くことによって，変位を求めることができる．
そして，式(20)(21)の関係から，加速度と速度を計算す
ることができる． 
 
(3) 安定条件 
衝撃荷重がかかる問題において陽解法を適用する場合，
時間積分を安定に進めるためには，時間増分は下の条件
を満足しなければならない. 
 
          (23) 
 
ここに，  は要素長，  は次式に定義される弾性波速度
である. 
 
             (24) 
 
ここに，öは密度，Eは弾性係数を示す. 
(4.27) 
(4.28) 
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式(23)に式(24)を代入すると，次式のように表すことが
できる. 
 
                 (25) 
 
式(25)は，弾性波が最小サイズの要素を伝播する時間
よりも短い時間増分Δt を使わなければならないことを
意味している.こうした安定条件を，クーランの条件
(Courant’s condition)と呼ぶ.一方，時間刻みの長さに無関
係に有界な解に導く手法を無条件安定手法と呼び，平均
加速度法がそれに該当する． 
 
4. 数値計算例 
(1) 陰解法の精度 
数値解析例として図5に示すような単純梁の中央に集
中荷重が作用する問題を取り上げる．スパンはL = 2m，
はり断面における幅はb = 0.2m，高さh = 0.25mで，弾性係
数E = 206GN/m2，ポアソン比 = 0.3，比重7.85である． 
 
     
C o n s t a n t  L o a d
 
 
     (a) モデル       (b) 荷重状態 
 
図5 集中荷重が作用する単純梁 
 
 時間積分における Newmark のβ法のパラメータは，
，  とした．また，増分時間はΔt = 0.00001 
sec とし, 荷重の作用状態は図(b)に示す一定荷重とした． 
 図 6 は要素分割である．スパン方向左右対称として，
左半分を分割した．梁せい方向に 10 分割，スパン方向に
40 分割し，分割された矩形領域をさらに「たすきがけ」
に４つの三角形に分割した．要素数は 1600 要素である． 
 
CL
 
 
図 6 解析モデルと要素分割 
 
図7 は，梁の中央下端におけるたわみの応答を描いた
図である．横軸が時間，縦軸がたわみを表している．図
中の○はHPMによる結果で，赤実線は，はり理論の解で
ある．なお，三角形１次要素によるFEMの解とHPM（１
次変位場）の解は同一であったため，図中では，HPM & 
FEMと記している．はり理論と２次元解析結果では，位
相に若干のずれが生じるが，ほぼ類似の結果となってい
る．また，図8 は速度の応答で，FEMとHPMは同じ値と
なっており，はり理論と類似の応答傾向を示す． 
 
-14
-12
-10
-8
-6
-4
-2
0
0 1 2 3 4 5 6
HPM & FEM
Beam theory
 
 
図7 陰解法による変位応答 
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図8 陰解法による速度応答 
 
 加速度の応答関係を示した図については省略するが，
HPMとFEMは変位応答の場合と同様に，同じ値が求まっ
ている． 
 
CL
CL
vonMises Stress
Deformation
 
図9 変位モードとvonMises応力 
 
図 9 は，最大たわみが生じる  と,たわ
みが 0 となる   の変位モードと
vonMises 応力を示した図である． 
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(2) 陽解法の精度 
陽解法の解析例を図10に示す． 
 
 
 
図10 片持梁の解析モデル 
 
本解析例は，レンガブロックを想定し，材料定数を，弾
性係数 5127N/mm2，ポアソン比 = 0.112，密度1850kg/m3 
とした． 
 陰解法による時間積分にはNewmarkのβ法を用い，
，  とし，増分時間は  sec 
とした．一方，陽解法としては，中心差分を用い，増分
時間を  secとした． 
 荷重の作用状態は，図5(b)に示す一定荷重として計算を
行った． 
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図11 陽解法による変位応答 
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図12 陽解法による速度応答 
 
図11は，A点における変位応答をプロットした結果で
ある．黒実線が陽解法による結果，赤点線が陰解法によ
る結果で，両者はほぼ一致する結果となった．図12は，
A点の速度応答の結果で，変位応答同様，両者の解はほ
ぼ一致した．ただし，加速度応答に関しては，図13に示
すように，誤差が生じている． 
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図13 陽解法による加速度応答 
 
(3) 加速度の安定性と計算誤差 
地震や破壊問題では加速度の計算精度が求められるため，
計算誤差が生じた要因を分析することにした．図 13 の加
速度の振動波に注目すると，陽解放の振幅に対して陰解
法の振幅は小さな値を示している．ここで陽解法の増分
時間の設定は sec と，陰解法の増分時間
sec と比べ，小さな値で設定されているこ
とが影響したことが考えられる．そこで，陰解法の時間
増分を徐々に陽解法の設定条件に近づけてその影響を検
証した． 
すると，図 14 に示すとおり時間刻みが細かくなるにつ
れ，振幅が大きくなり，陽解法と同じΔt とした時は，
振幅はほぼ類似の結果となっていることが確認された． 
この結果をフーリエ変換し，図 15 に示すとおり周波数
（Hz）ごとの成分を振り分けてその傾向を分析すると， 
 
 
 
 
図14 増分時間の振幅へ影響 
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図15 増分時間の周波数成分 
 
時間刻みが細かくなるにつれ，高周波に影響が見られる
ようになって行く様子が分かる． 
最後に，フーリエスペクトルの結果を積分し，昇順に
並べ替えを行い図 16 のように比較し，増分時間Δtが解
の精度に与える影響を分析する．また，陽解法の
時の値を示す黒線を基準とした時の計算
精度を表 1にまとめる． 
陰解法の Implicit(1) 時の計算精度は
47％，Implicit(2)では 51％，Implicit(3)では 87％と，増分
時間Δt が小さくなると共に精度が向上する明らかな因
果関係が認められる．そして，陽解法と同じ増分時間Δt
を用いた Implicit(4)では 97％と非常に近い値を示した． 
このことから，無条件安定手法の平均加速度法を用いた
陰解法においても，陽解法のクーラン条件と同等の条件
を満たさなければ加速度の計算精度が確保されないこと
が明らかとなった. 
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図16 フーリエスペクトル分析 
 
  表1 加速度の計算精度 
Case Δ ｔ Impulse Accuracy
Implicit(1) 5.00E-05 1,544 47%
Implicit(2) 5.00E-06 1,700 51%
Implicit(3) 5.00E-07 2,769 84%
Implicit(4) 5.00E-08 3,189 97%
Explicit 5.00E-08 3,301 100%
 
5. まとめ 
本論文では，今後の動的陽解法の開発を目的とし
て,HPM の運動法的式の定式化を示した．また，動的問
題の時間積分法として Newmark の β 法を用いる陰解法
と，中心差分法を用いる陽解法の定式化を示し，弾性問
題における解の精度を簡単な数値計算例から検証した． 
その結果，ペナルティ関数を用いていても，陰解法に
関しては FEM の定ひずみ要素と同等の精度で，安定的に
解が得られた．一方，陽解法に関しても陰解法と同程度
の精度の解が得られることが確認された． 
また，今回の検証をとおして地震や衝撃など加速度が
必須となる解析においては，陰解法においても陽解法の
クーラン条件と同等の満たす必要があることが確認され
たため，HPM における動的陽解法の開発の意義が高まっ
た．ただし，ペナルティ関数の影響から現状では計算効
率が悪く，実用的ではない．今後何らかの計算効率を高
める工夫をし，研究開発を進めて行く必要がある． 
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